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ANOTACE 
 
Tato práce se zabývá řešením napjatosti a deformace rovinného rámu v závislosti na 
tuhosti zlomu. Jsou zde uvedena dvě řešení. První řešení využívá prosté pružnosti 
prutů, kde jsou odvozeny vztahy pro ohybový moment a rozevření rámu v závislosti 
na tuhosti nebo poddajnosti zlomu. Druhé řešení využívá metodu konečných prvků a 
programový systém Ansys Workbench 11, pomocí kterého bylo možno určit posunutí 




ANOTACE - Anglicky 
 
The main purpose of this bachelor’s project is to solve state of stress and 
deformation of the flat frame in addiction to the stiffness of the corner. There are two 
ways of solving this problem. The first one is based on elasticity of the wand theory. 
The second one is using software Ansys Workbench 11 which is able to define 
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Úkolem této práce je určení tuhosti zlomu na napjatost a deformaci rovinného rámu. 
K tomu, abychom tento vliv mohli určit, můžeme využít prostou pružnost prutů nebo 
metodu konečných prvků, která v současné době dominuje napěťově-deformačním 
analýzám, a programový systém Ansys. Řešení napjatosti a deformace v systému 
Ansys je sice efektivnější, ale je vhodné znát i principy řešení napjatosti a deformace 
s využitím prosté pružnosti prutů, pro případné ověření výstupních dat získaných ze 
systému Ansys. Proto jsou v této práci obě metody uvedeny. Přičemž v systému 
Ansys modelujeme otevřený rám jako rovinnou úlohu, nikoli jako prutové těleso, které 
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2. Možnosti řešení napjatosti a deformace rámů  
 
1) Na základě prosté pružnosti prutů [1] 
 
Rámy jsou pruty s konečným počtem zlomů, které jsou zatěžovány v rovině 
střednice. 
Pro řešený rám nelze v blízkém okolí zlomu pomocí prosté pružnosti prutů vyšetřit 
napjatost a deformaci, jelikož v tomto místě nejsou splněny prutové předpoklady. 
Pokud by se tato úloha i přes výše uvedené okolnosti řešila jako prut, je to možné při 
splnění následujících 3 podmínek:       
       
1. Pokud je součet délek střednice, které jsou ovlivněny zlomy, malý ve srovnání 











                 obr. 1                                                                       obr.2 
 
Na obr.1 je zobrazen rám, kde je součet délek střednice ovlivněných zlomy, 
v porovnání s celkovou délkou střednice, malý. Na obr.2 vidíme, že u takového rámu 
nelze pomocí prosté pružnosti prutů vyšetřit napjatost a deformaci, jelikož součet 
délek střednice ovlivněných zlomy, v porovnání s celkovou délkou střednice, je 
významný.   
 
2. S využitím Saint Venantova principu 
 
Saint Venantův princip: 
 
Pokud silové působení v okolí bodu A nahradíme jiným, avšak staticky ekvivalentním 
působením, potom bude napjatost v tělese, s výjimkou blízkého okolí bodu A, pro tyto 
dva případy přibližně stejná. 
 
3. S využitím zkušeností plynoucích z experimentů a praxe  
 
Je třeba definovat doplněk k prutovým předpokladům, který bude pro každý zlom 
stanoven silově deformační závislostí. 
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Úhel v nedeformovaném tvaru 





                     obr.3 
 
- kloub       – předpoklad M=0, tzn. že spojení je realizováno pomocí rotační 
                     kinematické dvojice 












Z obrázku 4 vidíme, že úhel 
v nedeformovaném tvaru je 






                   obr.4 
 
2) S využitím metody konečných prvků [2], [3] 
 
Metoda konečných prvků je moderní metoda napěťově-deformační analýzy, která 
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3. Řešení napjatosti a deformace rámů na základě prosté 









Pro výpočty napjatosti a deformace s využitím prosté pružnosti prutů budeme 













                                                       obr.5 
 
3.1. Modelování tuhosti 
 
Protože reálné zlomy vykazují určitou tuhost, budeme chtít tuto tuhost definovat 
v závislosti na veličinách, které ji ovlivňují. Tuhost zlomu tedy budeme modelovat 















                                                               obr.6 
 
 
3.2. Výpočet ohybového momentu v místě částečného uvolnění  
 
V této kapitole se budeme zabývat dvěma možnými postupy určení ohybového 
momentu MoC v závislosti na tuhosti zlomu . V prvním případě na rám nahlížíme 
jako na soustavu těles. Ve druhé variantě využijeme principu superpozice (tuhé části 
a pružný zlom + pružné části a tuhý zlom). U obou způsobů výpočtu využijeme 
symetrii úlohy, která umožní řešení jen čtvrtiny úlohy. 
kc
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3.2.1. Postup I 
 
V tomto řešení uvažujeme rám jako soustavu těles se dvěma pruty a jednou 







                                                                        
 
deformační podmínka plynoucí 





                                                                                     




Wϕ              (1) 
                                                                                             
                                                                                                      0=cN
                                                                                                         0=cT
 
 
   
                         obr.7 







11   , kde CI Mox
FMo −⋅=
2
           (2) 
 







12  , kde CII Moa
FMo −⋅=
2
          (3) 
 





⎛ −⋅⋅⋅= Cp MoaFcW                                            (4) 
Potom celková energie napjatosti  
 



















⎛ −⋅⋅⋅ Cp MoaFc                              (5) 
 

































Wϕ       (6) 












  získáme rovnici: 






























































                                             
 
Vyádřením ohybového momentu MoC ze vztahu získáme vztah závislosti ohybového 
momentu MoC na poddajnosti zlomu : pc
 
 
























3.2.2. Postup II 
 
U tohoto případu řešení využijeme superpozici těchto dvou limitních případů: 
 
a) uvažujeme tuhé části a pružný zlom viz. obr.8    
 
Oba pruty (obr.8 ) se při zatěžování nedeformují (zůstávají přímé) a natočení 
cc
ϕ  
v místě C je rovno zkroucení pružiny Bϕ . 
 
              BpB Mc ⋅=ϕ                                                                                                             (8) 
 kde CB Moa
FM −⋅=
2
.   
⎟⎠
⎞⎜⎝
































                                                       obr.8 
 
b) uvažujeme pružné části a tuhý zlom viz. obr.9  
 
















































   
 










































1 2ϕ                                                     (11) 
 
Výsledné řešení výpočtu  ohybového momentu Moc  
 
Výsledné natočení v místě C : 0=−=
dc ccc
ϕϕϕ  , kde 
cc
ϕ  je natočení tělesa v místě 
C jako celku a  
dc



























ϕ , dosazením za 
cc
ϕ  z rovnice (9) a 
dc
ϕ  z rovnice (11) 
dostaneme rovnici: 
 
          ⎟⎠
⎞⎜⎝





























Vyjádříme-li z předchozí rovnice MoC získáme vztah závislosti ohybového momentu 
MoC na poddajnosti zlomu :  pc
 




















=                                                       (13) 
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3.2.3. Závěr 
 
Pro oba výpočtové postupy jsme obdrželi stejný vztah, což je vidět z rovnosti vztahů 
(7) a (13). Tento fakt dokazuje správnost řešení. 
 
3.3. Vliv tuhosti zlomu ck na ohybový moment MoC   
 
3.3.1. Varianta I 
 









C                                                                                              a







                                                obr.11 
 
 

















ϕ                                               (15) 
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⋅+=                     (16) 
 
                                      obr.12 
 
3.3.2. Varianta II 
 
a) Bude-li rám modelován pomocí kloubů, bude tuhost zlomu 0=kc .  
 
Protože tuhost je převrácená hodnota poddajnosti dosadíme N/mm do vztahu 






















=                                                                                      (17) 
 
Ze vztahu (17) vidíme, že na velikost ohybového momentu MoC nemá vliv velikost 
rozměru b, ale pouze síla F a její rameno, tzn. rozměr a. 
 
 
b) Pokud se bude jednat o rám s tuhým zlomem a dosadíme-li do vztahu (7) 0=pc , 
pak získáme vztah: 
 




















=                                                                        (18) 
 
Ze vztahu (18) vidíme, že na velikost ohybového momentu MoC má vliv velikost 





Vztahy, které jsme spočítali v první variantě, jsou naprosto stejné jako vztahy 
spočítané ve druhé variantě, jak je vidět z rovnosti vztahů (14) a (17), (16) a (18). 
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V případě čtvercového rámu modelovaného pomocí klouby, tzn. že by rozměry a i b 






⋅⋅=⋅=                                                                                                          (19) 
 
V případě čtvercového rámu modelovaného s tuhým zlomem, tzn, že by rozměry a i 




⋅⋅=                                                                                                                       (20) 
 
Ze vztahů (19) a (20) vyplývá, že ohybový moment MoC v případě čtvercového rámu 
modelovaného s klouby je o 1/8 větší než pro stejný rám modelovaný s tuhým 
zlomem.  
 
3.4. Určení nebezpečného místa 
 
Uvažujeme pouze vliv ohybového momentu. Nebezpečné místo budeme určovat pro 
čtvercový tvar rámu. 
 





















                                                      obr.13 
 




⋅⋅=                                                                                                                        
 











==σ                                                                                               (21) 
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                                                                obr.14 
 
Ze vztahu (20) víme, že pro čtvercový tvar rámu s tuhým zlomem je ohybový moment 




⋅⋅=                                                                                                                        
 






⋅=⋅+⋅⋅−=⋅+−=                                                           (22) 
 
U tohoto případu bude maximální napětí σmax rovno většímu z extrémních napětí σex1 
a  σex2 a tedy σex2, protože: 
 
 



















1                     (23) 
 
 
pokud součinitel koncentrace napětí α, kterým napětí σex1 musíme vynásobit 
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3.5. Příklad vlivu tuhosti zlomu ck na ohybový moment MoC
 




b = 50 mm  
h = 5 mm 
d = 5 mm 
F = 750 N 
E = 2,1.105 MPa 
12








                                                                            obr.15 
 
Abychom zjistili, jaký vliv má  tuhost zlomu  na ohybový moment Mokc C, budeme 
dosazovat různé hodnoty c  do vztahu (7). Potom pro následující dva limitní případy: k
 
 -rám s klouby, tzn. s nulovou tuhostí ve zlomu 
 
                       =14 999,999 Nmm CMo
 
 -rám s tuhým zlomem 
 
                      =11666,666 Nmm CMo
 
Pro další hodnoty ohybového momentu MoC  v závislosti na tuhosti zlomu jsou 
uvedeny v tabulce 1 a vykresleny v grafu 1. 
 
                              tab.1 
cp Moc[Nmm] ck[N/mm] 
0,00000001 11670,712 100000000
0,0000001 11706,69 10000000 
0,000001 12027,863 1000000 
0,00001 13495,298 100000 
0,0001 14746,568 10000 
0,001 14972,795 1000 
0,01 14997,259 100 
0,1 14999,725 10 
1 14999,972 1 
10 14999,997 0,1 
100 14999,999 0,01 
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3.6. Vliv tvaru rámu na ohybový moment MoC
 
a) rozměr 2a výrazně větší než rozměr 2b 
 
-pro případ soustavy s klouby viz. obr.16   
F
F







                                                  
 
 
                                           obr.16 
 
Dosadíme-li do vztahu (7) cp=  N/mm, 2a=500 mm, 2b=10 mm, pak  9101 ⋅
bude velikost ohybového momentu MoC =93 749 Nmm 
 










                                           obr.17 
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Dosadíme-li do vztahu (7)  cp=0 N/mm, 2a=500 mm, 2b=10 mm, pak  
bude velikost ohybového momentu MoC = 47 794  Nmm 
 
Z předchozích dvou řešení vyplývá, že u rámu modelovaného pomocí kloubů je 
ohybový moment MoC asi 2x větší než u rámu bez kloubů. 
 
 
b)  rozměr 2b výrazně větší než rozměr 2a 
 
-pro případ soustavy s klouby viz. obr.18   
 
Dosadíme-li do vztahu (7)  cp=  N/mm, 2a=10 mm, 2b=500 mm, pak 
bude velikost ohybového momentu Mo
9101 ⋅
C = 1 875 Nmm 
 
-pro případ rámu s tuhým zlomem  viz. obr 19  
 
Dosadíme-li do vztahu (7)  cp=0 N/mm, 2a=10 mm, 2b=500 mm, pak bude 
velikost ohybového momentu MoC = 1 856 Nmm 
 















                                                        
















                         obr.18                                                              obr.19 
 
 - 15 -



















3.7. Výpočet posunutí rámu w v závislosti na poddajnosti zlomu cp  
 
Při výpočtu posunutí uvažujeme jen vliv ohybového momentu. 
 
Rozevření rámu od síly F: ( 2/F
Ww ∂























                                                       obr.20 
 







11   , kde CI Mox
FMo −⋅=
2
         (25) 
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12  , kde CII Moa
FMo −⋅=
2
        (26) 
 





⎛ −⋅⋅⋅= Cp MoaFcW                                          (27) 
 



















⎛ −⋅⋅⋅ Cp MoaFc  
 
 








∂= ∫∫ Cpb IIIIa II MoaFcdxFMoModxFMoMoJyEFWw 22/2/12/ 00       (28) 
 
 








































































                         (29) 
 
 
Pro ověření výpočtu spočítáme rozevření w rámu pro rám s tuhostí ∞→kc . 
Výsledek z tohoto výpočtu by měl být shodný s výsledkem ze vztahu (29), pokud do 
vztahu (29) dosadíme za  a ohybový moment Mo0=pc C  pro rám s tuhým zlomem, 
který je uveden ve vztahu (18). 
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∂= ∫∫ b IIIIa II dxFMoModxFMoMoJyEFWw 00 2/2/
1
2/
                                       (32) 
 
dosazením za  
 


















































































po úpravách a integraci: 
 
































2          (33) 
 
3.7.1.  Závěr 
 
Dosadíme-li do vztahu (29) hodnoty z kapitoly 3.5., 0=pc  a ohybový moment MoC  
pro rám s tuhým zlomem, který je uveden ve vztahu (18), získáme pro oba dva 
výpočty stejný výsledek, a to: 
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                                                   48,0=w  mm 
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4. Identifikace tuhosti zlomu s využitím metody konečných prvků 
 
4.1. Zadání rámu pro řešení v programu Ansys Workbench 11 
 
μ=30000 Nmm 
R je proměnný (od hodnoty 1 mm až do hodnoty 31 mm, a to po 2 mm) 
a=40 mm 
µ














                                                                               obr.22 
 
4.2. Postup modelace rámu v programu Ansys Workbench 11 
 
Nejdříve se nakreslí a okótuje řešený rám viz. obr.23 
 
 
                                                             
                                                          obr.23 
 - 20 -
Pak jsme se v prostředí Ansysu přepnuli do modeláře a tam definovali vazby a 
zatížení viz. obr.24 
 
 
                                                       obr.24 
 
Nakonec jsme se přepnuli do prostředí simulace, kde jsme vygenerovali 




                                                        obr.25 
 
provedli zejména v oblasti zlomu, a to tak, že jsme zjemnění definovali po křivce, 
která představuje poloměr zaoblení zlomu viz. obr.26 
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                                                             obr.26 
 
Udělali jsme to tak proto, že poloměr zaoblení zlomu máme v této úloze definován 
jako proměnný. A kdybychom tedy zjemnění definovali pouze na určitou oblast, která 
by se v závislosti na poloměru neměnila, nemuseli bychom dosáhnout korektních 
výsledků.  
Změna oblasti zjemnění v závislosti na poloměru zaoblení zlomu je vidět na 
obrázcích 27 a 28. 
 
 
                                                           obr.27 
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                                                           obr.28 
 
 
4.3. Vyhodnocení posunutí rámu w v závislosti na poloměru zaoblení zlomu R 
 
Pokud již máme připravený model, tak jak je popsáno v předchozí kapitole, stačí 
v simulaci určit co chceme spočítat. V případě vyhodnocování rozevření rámu nás 
bude zajímat deformace rámu v ose síly F. Výsledky výpočtů z programu Ansys jsou 
vyhodnoceny v tabulce 2 a vykresleny do grafu 3 
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4.4. Identifikace poddajnost zlomu cp z posunutí w 
 
 
Posunutí rámu w v závislosti na poddajnosti zlomu  
 
Pro výpočet posunutí budeme uvažovat dva limitní případy a to: 
 
1) tuhý zlom a pružné části               
 
Pro realizaci následujícího výpočtu zavedeme doplňkovou sílu Fd, která je nulová. 
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1 2 μμμ                                                               (38) 
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2) pružný zlom a tuhé části  
 
           







wtg =μϕ  ,   Bϕϕμ =
pro malé posunutí budeme předpokládat, že 
 
μμ ϕϕ =tg   
 
a potom tedy  
 
a
w=μϕ   → aw ⋅= μϕ                                 (40) 
                             obr.30 
 
dosazením vztahu (39) do vztahu (40) získáme: acw p ⋅⋅= μ                                 (41) 
 
Výsledná hodnota posunutí se musí pohybovat někde mezi předchozími limitními 
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4.5. Identifikace poddajnosti zlomu cp v závislosti na poloměru zaoblení zlomu R 
 
Z kapitoly 4.4. víme, jak poddajnost zlomu  cp závisí na rozevření w a z kapitoly 4.3. 
známe závislost  rozevření w na poloměru zaoblení zlomu R. Pak můžeme určit i 
závislost poddajnosti zlomu cp v závislosti na poloměru zaoblení zlomu R. Získané 









































4.6. Vyhodnocení maximálního napětí σmax  
 
Z programu Ansys získáme maximální napětí. Museli jsme však zvážit, které 
maximální napětí zvolíme pro náš další výpočet. Mohli jsme si vybrat z těchto 
maximálních napětí: v ose x (obr.31 ), v ose y (obr.32), redukované (obr.33). Protože 
rozdíly mezi hodnotami jednotlivých napětí jsou zanedbatelné, zvolili jsme napětí ve 
směru osy x. 
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                                                            obr.32 
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                                                            obr.33 
 
4.7. Identifikace  součinitele koncentrace napětí α v závislosti na poloměru 
      zaoblení zlomu R         
 
Jelikož známe maximální ohybové napětí σmax, které jsme vyhodnotili v programu 
Ansys a nominální ohybové napětí σnom dokážeme spočítat, potom můžeme 
vypočítat součinitel koncentrace napětí α. 
 
nomσ





nomσ  MPa                                                                                             (44) 
 
kde Mo=μ=30000 Nmm a 83,20
6
3
== hWo  mm3  
Vypočtené hodnoty součinitele koncentrace napětí α v závislosti na poloměru 
zaoblení zlomu R jsou vyhodnoceny v tabulce 3 a vykresleny do grafu 6. 
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5. ZÁVĚR 
 
V této práci je vyhodnoceno, jaký vliv má tuhost zlomu na napjatost a deformaci 
rovinného rámu. V prvním řešení, které využívalo prosté pružnosti prutů jsme dvěma 
výpočtovými postupy získali stejný vztah pro ohybový moment v závislosti na 
poddajnosti zlomu pro uzavřený rám. Tento vztah jsme použili i při vyhodnocování 
velikosti ohybového momentu v závislosti na tvaru rámu a poddajnosti zlomu. Dále 
jsme určili, jaký vliv má poddajnost zlomu na rozevření rámu. Ve druhém řešení jsme 
pomocí programového systému Ansys Workbench 11 namodelovali otevřený rám 
jako rovinnou úlohu. Vyhodnotili jsme, jaký vliv má poloměr zaoblení zlomu na 
posunutí rámu. Dále jsme odvodili vztah závislosti posunutí rámu na poddajnosti 
zlomu a následně vliv poloměru zaoblení zlomu na poddajnost zlomu. Jelikož se 
číselné hodnoty poddajnosti zlomu pohybovaly ve velmi nízkých hodnotách, můžeme 
říct, že k realitě má blíže model rámu s tuhým zlomem. Z Ansysu jsme určili i 
maximální napětí pro různé poloměry zaoblení zlomu. Tato napětí jsme podělili 
napětím nominálním a získali jsme tak součinitel koncentrace napětí v závislosti na 
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SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
 
 
F          - síla [N]   
a          - délkový rozměr [m]                  
b          - délkový rozměr [m]                        
h          - rozměr příčného přůřezu [m] 
d          - tloušťka příčného přůřezu [m] 
w          - posunutí [m] 
ck         - tuhost [N/m] 
cp         - poddajnost [m/N] 
α          - součinitel koncentrace napětí [-] 
σ          - napětí [Pa] 
MO           -  ohybový moment [Nm] 
WO          -  modul průřezu v ohybu [m3] 
Jy        - osový kvadratický moment [m4] 
E          - modul pružnosti v tahu [Pa] 
W         - energie napjatosti [Nm] 
φ          - úhel natočení [ °] 
           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
